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联合低秩表示与图嵌入的无监督特征选择
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摘要: 大数据应用带来高维数据急剧增加,数据降维已成为重要问题. 特征选择降维方法已广泛应用于模式识别领域,
近年来提出了许多基于流形学习的特征选择方法,然而这类方法往往容易受到各种噪声影响. 对此, 本文提出一种联合

低秩表示和图嵌入的高效无监督特征选择方法(JLRRGE). 通过低秩表示寻找数据在低秩子空间下的表示, 降低噪声

的影响从而提高算法的鲁棒性, 并通过自适应图嵌入方法, 使选择特征保持原有的局部关系. 实验结果表明,本文提出

算法的分类准确率优于其他对比算法.
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Abstract: Dimensionality reduction becomes a significant problem due to the proliferation of high dimensional
data. For dimensionality reduction, feature selection is more analytical than feature extraction. Therefore feature
selection plays an important role in pattern recognition. In recent years, many feature selection methods based on
manifold learning have been proposed. However, such methods are susceptible to noise data. Therefore, an efficient
unsupervised feature selection method is proposed－joint low-rank representation and graph embedding for
unsupervised feature selection (JLRRGE). This method not only finds the low rank structure of the data after
selecting feature, which makes the algorithm more robust, but also preserves the local manifold structure of the data
through the adaptive graph embedding. The experimental results show that the proposed algorithm is superior to
other compared methods.
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在许多现实应用场景中, 数据样本的维度总是

很高. 比如人脸识别[1]、手写字符识别[2]、生物信息学

分析[3]、视觉跟踪[4]等[5-7]. 然而高维数据数据量大, 且
通常含有大量冗余、噪声, 因此会降低学习算法的性

能[8]. 为了解决这些问题, 人们通常采用降维方法对

数据进行预处理.
近些年提出了许多降维方法, 可分为特征选择[9]

和特征提取[10]两大类. 特征提取通过将数据投影到

低维子空间来减少数据维度. 由于低维子空间与原

数据样本空间没有直接联系, 提取特征难以对应数

据原有特征. 特征选择通过直接选择原数据特征的

子集作为降维后的特征. 这能保持数据原有特征, 降
维后的数据具有很好的解析性. 这在许多应用中是

很重要的, 例如基因分类[11]、文本分类[12]等.
从利用标签信息的角度来看, 特征选择算法可

以分为监督学习[13]、半监督学习[14]和无监督学习[15].
监督学习和半监督学习在某种程度上依赖于标签信

息, 通过标签信息评估结果来选择特征. 然而, 许多
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实际应用是在没有标签的情况下收集大规模数据.
标记这些无标签数据非常昂贵且耗时[16]. 因此, 无监

督特征选择对于许多实际应用更具普遍性和挑

战性.

l2,1

l2,1

l2,1
l1

Cai等[17]提出了多簇特征选择(MCFS), 通过谱分

析捕获局部流形结构, 然后选择能够最好地保留聚

类结构的特征. Nie等[18]提出了灵活流形嵌入(FME),
FME作为降维的一般框架, 被许多特征选择方法所

采用. Hou等[19]基于FME和 范数, 提出了联合嵌入

学习和稀疏回归(JELSR), 给出了特征选择的一般框

架. Li等[20]联合使用FME、非负约束和 范数来实现

非负判别特征选择(NDFS). Qian等[21]提出了鲁棒的

无监督特征选择(RUFS), RUFS使用FME、非负矩阵

分解(NMF)和 范数同时实现鲁棒的聚类和特征选

择. Shi等[22]提出联合FME和 范数实现的鲁棒谱特

征选择(RSFS). Nie等[23]提出了联合结构最优图和局

部结构的结构最优图特征选择(SOGFS). 上述方法取

得了显著的效果, 但在选择特征中并没有考虑到选

择特征后数据的低秩子空间结构, 可能会使算法过

分依赖局部结构, 导致对噪声数据敏感. 本文通过引

入低秩表示不仅保留了转换空间后样本的全局结

构, 而且学习其低秩子空间, 极大地降低了噪声的影

响. 并且自适应学习样本间的局部结构, 将全局结构

学习、局部结构学习和特征选择融合到一个框架中

同时进行.
因此本文通过结合低秩子空间学习和自适应图

嵌入方法, 提出了一个联合低秩表示与图嵌入的无

监督特征选择方法. 本文主要贡献在于: (1)提出了一

种保留选择特征局部结构方法, 同时考虑到选择特

征的低秩子空间, 使其选择特征后数据具有低秩性

质, 从而提高方法的鲁棒性; (2)选择特征的局部结构

自适应学习, 无需预先计算, 从而选择最合适模型的

局部结构.

1     相关工作

1.1    低秩子空间学习

X = [x1, x2, · · · , xn]

∈ Rd×n xi ∈ Rd

D = [d1, d2, · · · , dm] ∈ Rd×m

X = DZ Z Z =
[z1, z2, · · · , zn] ∈ Rm×n Z

低秩表示假设原始数据可分解成多个独立子空

间来近似表示, 从而发现数据本质结构中, 其子空间

最低秩的表示 [ 2 4 ] .  给定数据集

, 其中 为数据集中的某个样本. 本文构建

一个字典 来重构数据集X,
使 得 ,   其 中 为 重 构 系 数 矩 阵 ,  

. 通过对 添加低秩约束, 其目的

是为了寻找其最低秩解, 因此上述模型如下:

min
Z

rank(Z) s.t. X = DZ. (1)

上述问题是NP难问题, 难以直接求解. Candès

等[25]通过使用核范数来代替低秩约束, 可转换为如

下凸优化问题:

min
Z

||Z||∗ s.t. X = DZ. (2)

||.||∗
X

其中 表示矩阵的核范数, 即矩阵奇异值之和. 使

用原数据 作为字典, 式(2)可转化为

min
Z

n∑
i

||xi−Xzi||2+α||Z||∗, (3)

α其中 为正则项参数.

1.2    图嵌入方法

X = [x1, x2, · · · , xn] ∈

Rd×n xi ∈ Rd x j pi j

pi j P ∈ Rn×n

pi j xi x j

P

随着谱分析和流形学习的发展, 许多无监督特

征选择方法通过保留样本间的局部流形结构均取得

较好的结果. 这表明局部结构在特征选择过程中具

有重要作用. 本文利用自适应过程来确定保持局部

关系的相似矩阵 .  给定数据集

. 其中 可被其他样本 通过概率 表示,

其中 为相似矩阵 的元素. 任意两个样本作

为邻居的概率可以看作它们之间的相似性. 因此较

近的样本应具有较大的概率, 即 与 和 之间的距

离成反比. 因此相似矩阵 可由式(4)求解:

min
pT

i 1n=1,0⩽pi j⩽1

∑
i j

(||xi− x j||2 pi j+µp2
i j), (4)

µ µp2
i j 1n

n 1

其中 为正则化参数, 正则项 可避免退化解.  为

长度为 , 元素全为 的向量.

2     联合低秩表示与图嵌入的无监督

特征选择

M ∈ Rm×n

mi j M i j mi M i

Tr(M) M <M,M> = Tr(MT M)

M F ||M||F M l2,1

||M||2,1 ||M||2,1 =
m∑

i=1

√√√ n∑
j=1

m2
i j

此处 ,  给出本文使用的符号 .  矩阵 ,

为矩阵 的第 行 列的元素.  为矩阵 的第 行

向量.  表示矩阵 的迹,  .

矩阵 的 范数表示为 . 矩阵 的 范数表示

为 , 其中 .

2.1    JLRRGE模型

根据上述子空间学习方法和自适应局部结构学

习方法, 由式(3)和式(4)可得:
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

min
Z,P

n∑
i

||xi−Xzi||2+α||Z||∗+

β

n∑
i j

||xi− x j||2Pi j+µP2
i j.

s.t. P1n = 1n, P > 0.

(5)

Xzi

xi

XZ

P

式(5)中, 第一部分为低秩子空间学习,  为样本

在低秩子空间下重构样本. 对于整个重构后的数

据 , 其低秩结构能更好地还原数据的本质结构,
降低噪声对数据影响. 第二部分为自适应局部结构

学习, 自适应学习数据的局部相似性矩阵 , 使其保

留原有的局部流形结构.
根据式(5), 本文提出一种联合低秩表示与图嵌

入的无监督特征选择学习, 如式(6)所示:

min
W,Z,P

n∑
i

||WTxi−WTXzi||2+α||Z||∗+

β

n∑
i j

||WTxi−WTx j||2Pi j+µPi j
2+γ||W||2,1.

s.t. P1n = 1n, P > 0,WTXXTW = I.

(6)

W ∈ Rd×c

β,γ

其中 为特征选择矩阵, c为选择特征的维持,
为正则化参数. 上述模型的第一和第二项通过低

秩表示学习样本在转换空间后的低秩子空间, 并保

留了样本的全局结构. 其中在重构系数矩阵Z的低秩

约束下, 重构后的样本能极大降低噪声样本的影响.
并且W具有行稀疏, 能极大降低噪声或冗余特征的

影响. 通过引入低秩表示重构数据, 同时降低了噪声

样本、噪声特征以及冗余特征对特征选择的影响. 第
三和第四项自适应学习样本间的局部流形结构, 保
留了样本间的局部结构.

2.2    模型优化

W,Z, P式(6)中 均未知, 很难直接求出目标函数

的最优解 .  因此本文使用增广拉格朗日乘子法

(ALM)来尝试求解目标函数的最小值, 如式(7)所示:

Γ(W,S,P,Q,T,Y1,Y2,Y3,µ1) = ||WTX−WTXZ||2F+

α||T||∗+β
n∑
i j

||WTxi−WTx j||2Pi j+µPi j
2+

γ||W||2,1+ < Y1, P1n−1n > + < Y2, P−Q > +

< Y3,Z−T > +
µ1

2
(||P1n−1n||2F+ ||P−Q||2F+ ||Z−T||2F).

s.t. WTXXTW = I,Q > 0.
(7)

Y1 Y2 Y3 µ1其中 , 和 为拉格朗日乘子,  为惩罚参数. 式(7)
可通过不精确拉格朗日乘子法(IALM)求解.

IALM在求解最小值过程中, 在每一步中更新一

个变量, 同时固定其他变量不变. 并依次迭代更新所

有变量直到收敛. 主要的求解步骤如下:
W W1) 更新 . 在式(6)中对 求偏导数可得

(XXT)−1(GT+G)
2

W = ΛW, (8)

G = XLXT+γDW DW i其中 ,  为对角矩阵且第 个对角

元素为

DWii =
1

2||Wi||2
, (9)

L = I+ ZZT− ZT− Z+β(DP+ DPT −2P) DP

DPT DPii =
∑

j
pi j

DPT
ii
=

∑
i
pi j W

,  其中 和

为对角矩阵, 其中对角元素分别为  

和 . 显而易见,  的最优解对应于特征

值分解问题的c个最小特征值的特征向量.
Z Z2) 更新 . 对 求偏导数可得

Z∗ = (F+µ1I)−1F−Tµ1−Y3, (10)

F = 2XTWWTX其中 .
P P3) 更新 . 对 求偏导数可得

P∗ =
E

2µ+µ1

(
I+

µ1

2µ+µ1
1n1T

n

)−1

, (11)

其中
E = (µ11n1T

n +µ1Q−βB−Y11T
n −Y2),

Bi j = ||WTxi−WT x j||2.

T T4) 更新 . 对 求偏导数可得

T∗ = υ1/µ1

(
Z+

Y3

µ1

)
, (12)

υ1/µ1 (X) = US τ(Σ)V τ

S τ(Σi j) = sign(Σi j)max(0, |Σi j−τ|) X =
UΣV X

其中 是关于奇异值 的阈值算子,
为软阈值算子 ,  

为 的奇异值分解.
Q Q5) 更新 . 对 求偏导数可得

Q∗ =max
(
P+

Y2

µ1
,0

)
. (13)

6) 最后更新拉格朗日乘子和惩罚参数:
Y1 = Y1+µ1(P1n−1n). (14)

Y2 = Y2+µ1(P−Q). (15)

Y3 = Y3+µ1(Z−T). (16)

µ1 =min(µmax,ρµ1). (17)

ρ > 0 µmax其中 为迭代步长,  为常数.

2.3    时间复杂度

d×d

o(d3) o(n3)

o(n3)

上述优化过程中时间复杂度分析如下: 第1步为

特征值分解问题, 其运算矩阵的大小 , 所以时间

复杂度为 ; 第2步中矩阵求逆需要 ; 第4步中

的时间复杂度为 . 因此整个优化算法的时间复
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o(τ(d3+2n3)) τ杂度为 ,其中 为算法优化过程中的迭代

次数.

2.4    收敛性分析

Q T P Z
Q P T Z

在本节中 ,  将JLRRGE运行1-最近邻分类器

(NN). 在2个数据集上运行本文所提方法, 以显示其

收敛性质, 包括JAFFE 和MFEA数据集. 当所有变量

和分类准确率都稳定, 则该算法趋于收敛. 在上述优

化过程中, 使用变量 和 来分别逼近变量 和 . 本
文认为当 接近于 且 接近于 时, 所有变量趋于稳

定. 因此定义了如下目标函数:
obj = ||P−Q||F+ ||Z−T||F. (18)

在上述两个数据集上运行本文所提方法并进行

100次迭代, 并在图1中显示了目标函数值、分类精度

和迭代之间的关系.
 

JAFFE

分
类

精
度
/%

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

0 20 40 60 80 100

函
数

值

1.0

0.5

0

迭代次数

MFEA

 
图 1   数据集JAFFE和MFEA收敛性实验

Fig.1   Convergence experiments on JAFFE and MFEA datasets
 

由图1可知, 随着迭代次数的增加, 目标函数整

体上不断减少且分类准确率整体上不断升高, 并在

一定迭代次数后趋于稳定. 在JAFFE数据集中目标

函数值先上升后下降, 可能是由于在优化过程中, 随
机初值所造成的影响. 总体而言, 由目标函数值和分

类准确率曲线可知本文提出的方法具有较强的鲁棒

性, 能够快速逼近局部最优解, 并具有良好的收敛性.

3     实验

本文所提出的JLRRGE将与4种具有代表性的特

征选择算法如拉普拉斯评分的特征选择(Laplacian
Score, LS)、多类簇特征选择(MCFS)、无监督判别特

征选择(UDFS)和最优结构图的特征选择(SOGFS)进
行详细对比.

3.1    实验数据集

本文使用以下5个常用数据集, 如表1所示.
COIL数据集包含20个对象, 每个对象有72个样

本, 共1 440个样本. 样本以5度为间隔从同方向进行

捕获, 所有图像被调整为1 024个像素.

32×32

ORL数据集包含40个对象, 每个对象拍摄10幅
图片, 共400张图. 每个对象在不同的时间、光照、面

部表情(睁/闭眼、微笑/不微笑)和面部细节(是否戴眼

镜)下拍摄, 所有图像被调整为 个像素.
JAFFE数据集包含213张7种面部表情的图像,

包括6种基本面部表情和1种中性表情.
UMIST数据集包含575张20人的图像. 每个人从

侧面到正面都摆出一系列姿势, 而且他们来自不同

的种族. 这些文件都是PGM格式, 灰度为256个阴影.
MFEA数据集包含一系列的手写数字(0~9), 这

些数字是从一组荷兰实用地图中提取的. 一幅图像

的大小为15×16像素.

3.2    参数设置与评价指标

本文实验对每个数据集做4组对比实验. 每组实

验在每一类中分别随机抽取10%、20%、30%和

40%作为训练样本, 其余作为测试样本. 在训练过程

中, 每组实验选取特征数目分别为c = {10, 20, 30, 40,
50, 60, 70, 80, 90, 100}. 最终结果运行在1-最近邻分

类器(NN)中验证本文算法的性能.

W σ

γ

α β γ

对于LS和MCFS算法生成的近邻矩阵时, 参数

k统一设置为5. LS热核计算权重矩阵 时,  取值1.
UDFS和SOGFS中参数 设置为{10−3, 10−2, 10−1, 1, 10,
102, 103}. 本文提出的算法JLLRGE中参数 ,  ,  均设

置为{10−3, 10−2, 10−1, 1, 10, 102, 103}.

α β

λ α β

此外, 算法的鲁棒性也是需要考虑的范畴. 由算

法目标函数可知, 参数 和 对优化过程起重要作用.
本文在各数据集抽取10%作为训练样本的情景下,
随机固定参数 和选择特征个数, 在不同的参数 和

下, 进行实验并记录其对应的准确率, 结果如图2所示.

3.3    实验结果与分析

3.3.1    COIL20数据集

由表2可知, JLRRGE在随机抽取20%的训练样

本的实验中, 比MCFS的分类效果略差. 其余情况均

取得较好的分类结果, 且整体分类效果比其他对比

算法好.

表 1    数据集信息

Tab.1    Summary of the benchmark data sets

No. Dataset Sample Feature Label

1 COIL20 1 440 1 024 20

2 ORL32 400 1 024 40

3 JAFFE 213 676 10

4 UMIST 575 644 20

5 MFEA 2 000 240 10
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表 2   不同算法在COIL数据集上的分类准确率

Tab.2   Aggregated classification results measured by accuracy of the
compared methods on COIL     　　　　　　　　　　 %

抽取数比例/% LS MCFS UDFS SOGFS JLRRGE

10 78.46 83.20 85.38 86 87.69

20 86.38 93.97 93.10 93.36 93.36

30 86.57 94.90 96.37 95.20 96.08

40 89.88 97.16 97.27 94.55 98.75

Average 85.32 92.31 93.03 92.28 93.97
 
 

α ∈ [0.001,10]

α ∈ [10,1000]

α β

由图2(a)可知, 当 时, JLRRGE取得

较好的结果. 当 时, JLRRGE分类性能略

微下降. 整体上, JLRRGE在数据集COIL中对参数

和 的变化并不敏感 ,  即JLRRGE对于数据集

COIL具有较好的鲁棒性.
3.3.2    ORL32数据集

由表3可知, 除了在抽取20%作为训练样本的情

况, JLRRGE均取得最好的分类结果.
α ∈ [0.001,1]

α ∈ [10,1 000]

由图2(b)可知, 当 时, 取得较好的结

果. 当 时, 分类准确率骤降. 即过于注重

α

ORL数据的全局结构, 而导致其分类准确率下降. 由
此表明参数 的变化对JLRRGE在数据集ORL上的分

类效果具有较大的影响.
表 3   不同算法在ORL数据集上的分类准确率

Tab.3   Aggregated classification results measured by accuracy of the
compared methods on ORL     　　　　　　　　　　　　 %

抽取数比例/% LS MCFS UDFS SOGFS JLRRGE

10 31.39 46.39 49.72 51.39 52.22

20 40.63 63.13 65 70.63 68.75

30 61.79 76.79 71.07 74.29 78.21

40 60.83 80.42 77.08 80 82.08

Average 48.66 66.68 65.72 69.08 70.32
 
 

3.3.3    JAFFE数据集

由表4可得, JLLRGE在JAFFE数据集上, 对于不

同百分比的训练样本, 均取得较好的效果.
α ∈ [0.001,100]

α ∈ [100,1 000]

α β

由图2(c)可得, 当 时, JLRRGE取
得较好的结果. 当 时, JLRRGE分类性

能略微下降. 整体上, JLRRGE在数据集JAFFE上具

有较强的鲁棒性, 对参数 和 并不敏感.
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图 2    各数据集的参数敏感实验

Fig.2    Parameter sensitivity on different datasets
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3.3.4    UMIST数据集

由表5可知, JLRRGE的整体分类性能略差于

MCFS, 仅在随机抽取10%训练样本的情况下取得较

好的分类结果.
 

表 5   不同算法在UMIST数据集上的分类准确率

Tab.5   Aggregated classification results measured by accuracy of the
compared methods on UMIST      　　　　　　　　　　 %

抽取数比例/% LS MCFS UDFS SOGFS JLRRGE

10 45.61 57.20 57.57 55.70 58.32

20 70.53 87.58 85.68 84.42 87.16

30 76.87 90.84 87.95 86.02 89.40

40 88.45 97.18 95.21 96.34 96.34

Average 70.37 83.20 81.60 80.62 82.81
 
 

α ∈ [0.001,1]

α ∈ [1,1 000]

α β

由图2(d)可得, 当 时, JLRRGE取得

较好的结果. 当 时, JLRRGE分类性能略

微下降. 整体上, JLRRGE在数据集UMIST对参数

和 并不敏感.
3.3.5    MFEA数据集

由表6可得, JLRRGE在各情况下均取得较好的

分类结果.
表 6   不同算法在MFEA数据集上的分类准确率

Tab.6   Aggregated classification results measured by Accuracy of the
compared methods on MFEA      　　　　　　　　　　 %

抽取数比例/% LS MCFS UDFS SOGFS JLRRGE

10 90.44 93.22 91.89 92.89 93.28

20 93.75 94.56 92.63 94.63 95.37

30 94.86 96.14 92.64 96.29 96.36

40 94.43 95.50 92.42 95.42 96.50

Average 93.37 94.86 92.40 94.81 95.38
 
 

α ∈ [10,1 000]

α β

由图2(e)可得, 当 时, JLRRGE分类

性能略微下降. 整体上, JLRRGE在数据集MFEA对
参数 和 并不敏感, 具有较强的鲁棒性.

4     结束语

本文提出了一种新颖的无监督特征选择方法.
通过低秩表示选择具有低秩结构的特征, 使选择的

特征更具鲁棒性. 同时结合图嵌入方法, 自适应学习

数据的局部相似性矩阵, 使数据降维后仍保留其局

部流形结构. 实验表明, 本文所提的方法比其他对比

方法在绝大部分情况下均取得更好的分类结果, 并
且该方法具有良好的鲁棒性. 在未来将尝试优化模

型的复杂度, 减少模型的训练时间.
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